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 الاشـــــتقاق

  الثانية سلك بكالوريا علوم رياضية
 

I-الدالة المشتقة- الاشتقاق في نقطة  
 A (  أنشطــــــــة 
  1نشاط    

إن وجد  ثم حدد معادلة   x0 و حدد العدد المشتق في x0 في fباستعمال التعريف ادرس اشتقاق الدالة 
   في الحالات التاليةx0ات الأفصول   عند النقطة ذfالمماس أو نصف المماس لمنحنى الدالة  

)               - أ ) 2
02 1f x x x x= − )               -   ب = ) 2

04 2f x x x= − =                    

  -ج
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2 0
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f x x x x
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  2نشاط
  حالات التالية في ال’f و f بعد تحديد مجموعة تعريف آل من f  للدالة ’fحدد الدالة المشتقة 

)       -أ ) 4 2=-2x +3x -1f x ب       -      ( ) 2

3 1
1

xf x
x

−
=

−
        

)      –          ج  )=sin2xcosxf x د        –  ( ) 21 tanf x x= +             

  3 نشاط  

               حــد د
2
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x
π π→

−

−
        

2

1

coslim
1x

x x
x

π
→

+
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    (Bتذآــير      
     1- الاشتقاق في نقطة 

   تعريف  -أ     
    0xدالة عددية معرفة في مجال مفتوح مرآزه  f  لتكن            

ا آانت للدالة ذ ا0x قابلة للاشتقاق فيf      نقول إن الدالة  
0

0)()(
xx
xfxfx

−
    ونرمز لها0x في l   نهاية →−

)بـ        )0'f x .العددl لمشتق ل يسمى العدد اf 0 فيx  .     نكتب( )
0

0
0

0

( ) ( )
' lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

      خاصية-ب  
   0xتكون متصلة في   0xآل دالة قابلة للاشتقاق في                

 

    الاشتقاق على اليسار   -  الاشتقاق على اليمين – 2 
     تعريف- أ       

]  دالة معرفة على مجال من شكل  fلتكن *         [0 0;x x α+  0 حيث;α  

إذا آانت للدالة 0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf       نقول إن 
0

0)()(
xx
xfxfx

−
اليمين في   علىl نهاية →−

        0x   و نرمز لها بـ( )'
0df x   .  

)نكتب           0x  على اليمين في f يسمى العدد المشتق ل l     العدد  )
0

0
0

0

( ) ( )' limd
x x

f x f xf x
x x+→

−
=

−
      

[  دالة معرفة على مجال من شكل    fلتكن     *   ]0;xx xα−  0 حيث;α  

 إذا آانت للدالة0x قابلة للاشتقاق على اليسار في f نقول إن      
0

0)()(
xx
xfxfx

−
  على اليسار في  l نهاية→−

    0x    نرمز لها ب  ( )'
0gf x.      

)نكتب          0x   على اليسار في f  يسمى العدد المشتق لl      العدد )
0

0
0

0

( ) ( )' limg
x x

f x f xf x
x x−→

−
=

−
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     خاصية–ب    
  0x  قابلة للاشتقاق على اليمين وعلى اليسار في  f إذا وفقط إذا آانت 0x  قابلة للاشتقاق فيf        تكون

  .     والعدد المشتق على اليمين يساوي العدد المشتق على  اليسار
  

   معادلة المماس لمنحنى دالة– التأويل الهندسي - 3
     المماس-أ 

  منحناهاfC و 0xدالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه    f    لتكن

 معادلته       0xنقطة ذات الأفصول عند الfC تؤول هندسيا    بوجود مماس لـ  0x في f    قابلية اشتقاق

( )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − +  

  
    
       نصف المماس-ب 

 يقبل نصف مماس fC فان ) 0x أو على اليسار في (   0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf     إذا آانت 

' معامله الموجه 0xعند النقطة   ذات الافصول  
0( )df x  )أو '

0( )gf x(   

                                             

         ( ) ( )2 0 0 0: 'gD y f x x f x x x= − + ≺               ( ) ( )1 0 0 0: 'dD y f x x f x x x= − + ≥         

 
                                 ( ) ( )1 0 0 0: 'dD y f x x f x x x= − + ≥                                                   

                       ( ) ( )2 0 0 0: 'gD y f x x f x x x= − + ≺                                                     
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  ج- نصف مماس مواز لمحور الاراتيب

  و آان0x متصلة في f     إذا آانت
0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x+→

−
= ±∞

−
 أو

0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x−→

−
=±∞

−
  فان     

  .  نصف مماس مواز  لمحور الأراتيبfC   لـ
  

   
  
   الد الـــــة المشتقة-4  

       تعريف-أ    
   .I  قابلة للاشتقاق في  آل نـقطة من f إذا آانت I  قابلة للاشتقاق على المجال f             نقول إن 

) بالعدد Iمن x            الدالة التي تربط آل عنصر  )'f x بـ     المشتقة نرمز لها  تسمى الدالة'f .  

   عمليات على الدوال المشتقة- ب   
λ  و     I  دالتين قابلتين للاشتقاق على مجال g  و f   لتكن -       * ∈\  

                            

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' ' '

' ' '

' '

x I f g x f x g x

f g x f x g x f x g x

f f xλ λ

∀ ∈ + = +

× = +

=

   

         ( ) ( )
( )

'

2

'1 g x
x

g g x
 

= − 
 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

'

2

' 'f x g x f x g xf x
g g x

− 
= 

 
    Ix∈∀بحيثg لا تنعدم على  I  

} و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن   -      * }* 1n∈ −`  

                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )
' 1 'nnx I f x n f x f x−

∀ ∈ = ×     

n* و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f  لتكن -            I لا تنعدم على f و [∋−

                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )
' 1 'nnx I f x n f x f x−

∀ ∈ = ×        

II- مشتقة الدالة العكسية – مشتقة دالة مرآبة   
   مشتقة دالة مرآبة-1   
    خاصية    

) قابلة للاشتقاق على g و Iقابلة للاشتقاق على مجال  دالة f          لتكن  )f I  

) قابلة للاشتقاق في g و 0xشتقاق  في   قابلة للاf و آانت I عنصرا من 0x        إذا  آان  )0f x فان     

        g fD 0  قابلة للاشتقاق  فيx.  
     خاصية   

) قابلة للاشتقاق على g و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f           لتكن  )f I  

                                  ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'x I g f x g f x f x∀ ∈ = ×D  

)      أحسب تمرين     )'f x تحديد مجموعة تعريف الدالة المشتقة  بعد'f في الحالتين التاليتين   

                       ( ) ( ) ( )2 3 2( ; cos 4 (f x x x b f x x x a= − = −  
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   مشتقة الدالة العكسية-2  
   خاصية   

  I دالة متصلة و رتيبة قطعا على مجال f          لتكن 
) و0x  قابلة للاشتقاق في f و آانت I عنصرا من 0x      إذا آان  )0' 0f x 1f فان الدالة ≠   تقاق في  للاش−

    ( )0f x   و  ( ) ( ) ( )
1

0
0

1' ( )
'

f f x
f x

− =  

    خاصية   
  I لا تنعدم على f' و  I دالة  رتيبة قطعا و قابلة للاشتقاق على مجال f                  لتكن 

                                 ( ) ( )
( )( )

'1
1

1( )
'

x f I f x
f f x

−
−

∀ ∈ =  

   تطبيقات-3  
  n مشتقة دالة الجدر من الرتبة    أ
      خاصية     

n*ليكن          *    nxالدالة    . `∋ x→ قابلة للاشتقاق على  *
)  و لدينا \+ ) ( )

11 11' 'n nnx x x
n

− 
= = 
 

  

rxالدالة . _* من rليكن          *    x→ قابلة للاشتقاق على *
) و لدينا \+ ) 1'r rx rx −=      

      خاصية  
) فان الدالة`∋n* و I  موجبة قطعا علىf و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال fإذا آانت       )nx f x→   

  .I    قابلة للاشتقاق على 

                          ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
'1 1 11' 'n n nx I f x f x f x f x
n

− 
∀ ∈ = = ⋅ 

 
  

     نتيجة  
  ._∋r و Iة قطعا على  موجبf و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال f         لتكن 

                         ( )( )( ) ( )( ) ( )1' 'r rx I f x r f x f x−
∀ ∈ = ⋅  

   في آل حالة من الحالات التاليةfD'و fD  بعد تحديد f للدالةf'   أحسب الدالة المشتقة تمرين  

                  1- ( ) ( )23 3f x x= −            2-  ( ) 23 3f x x= −            3-( ) ( )
2

2 51f x x= −          

                   4- ( ) ( )
1

2 52 1f x x = − 
 

           5-   ( )
1 3
4 22f x x x= − +    

 
  مشتقةالدوال العكسية للدوال المثلثية-ب  

; المعرفة من f هي الدالة العكسية للدالة arctan       الدالة 
2 2
π π− 

  
) بـ \نحو  ) tanf x x=  

;  قابلة للاشتقاق و موجبة قطعا علىf       بما أن 
2 2
π π− 

  
 ( )( )2' 1 tanf x x=    قابلة arctan  فان الدالة +

   و \        للاشتقاق  على
( ) ( )2 2

1 1 1arctan'
' arctan 1 tan arctan 1

x
f x x x

= = =
+ +

  

    خاصية    

2   و \ قابلة للاشتقاق علىarctanالدالة          *  
1arctan'

1
x x

x
∀ ∈ =

+
\  

[الدالتان قوس الجيب و قوس جيب التمام قابلتان للاشتقاق على         *  [1;1−   
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[ و  [
2

11;1 ar sin'
1

x c x
x

∀ ∈ − =
−

                           ] [
2

11;1 arccos'
1

x x
x

−
∀ ∈ − =

−
  

      خاصية   
arctan فان الدالة I قابلة للاشتقاق على uإذا آانت الدالة          *   uD قابلة للاشتقاق على I  

)                               و  )( ) ( )
( )( )2

'
a rc tan '

1

u x
x I u x

u x
∀ ∈ =

+
D  

)  وI قابلة للاشتقاق على uإذا آانت الدالة          *   ) ] [1;1u I ⊂ arcsinفان الدالة − uD و arccos uDقابلتان   

  I             للاشتقاق على 

             ( )( ) ( )

( )( )2

'
a rcco s '

1

u x
x I u x

u x

−
∀ ∈ =

−
D   

)          و  )( ) ( )

( )( )2

'
a rc s in '

1

u x
x I u x

u x
∀ ∈ =

−
D  

  ملاحظات 

 
1 1

arcsin arcsin
2 2lim lim

1 1x x

x x

x x

π π

− +→ →−

− +
= +∞ = +∞

− +
 

 
1 1

arccos arcsinlim lim
1 1x x

x x
x x− +→ →−

= −∞ = −∞
− +

 

  بعد تحديد حيز تعريفها في الحالات fب مشتقة    أحستمرين   

( ) ( )3 2arctan arctan xf x x f x
x
−

= =     

( ) ( ) 211 arccos arcsin 1
1

f x x f x x
x

= + + = −
+

  

   حدد  تمرين  
( )2

0

arctan 3
lim
x

x x
x→

+
   و 

( )
21

2

arccos 1 2
lim

4 1x

x
x→

−

−
  و 

1

2arcsin
1 2lim

1x

x
x
x

π

−→

  − + 
−
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  جدول مشتقات بعض الدوال   
 

 'fD ( )'f x ( )xf 
\ 0 a 
\ 1 x 

*\ 2
1
x

−
 

1
x 

\ 1nnx −
 { }* 1 nn x∈ −` 

*\ 
1nnx −

 
* nn x−∈] 

*
+\ 

1
2 x 

x 

( ){ }' / 0ux D u x∈ ;
 

( )
( )

'

2

u x

u x 
( )u x

 

*
+\ 

1 11 nx
n

−

 

1
* nn x∈` 

*
+\ 

1rrx −

 
rr x∈_

 
\ sin x− cos x 
\ cos x sin x 

/
2
k kπ π − + ∈ 

 
\ ]

 
21 tan x+ tan x 

\ ( )sina ax b− + ( )cos ax b+ 
\ ( )cosa ax b+ ( )sin ax b+ 

\ 2
1

1x + 
arctan x 

'uD 
( )

( )( )2

'

1

u x

u x +
 

( )( )arctan u x 

  

] [1;1− 

  

2

1

1 x−
 

  

arcsin x 

( ) ] [{ }' / 1;1ux D u x∈ ∈ −
 

( )
( )( )2

'

1

u x

u x−
 

( )( )arcsin u x 

] [1;1− 2

1

1 x
−

−
 

arccos x 

( ) ] [{ }' / 1;1ux D u x∈ ∈ −
 

( )
( )( )2

'

1

u x

u x

−

−
 

( )( )arccos u x 
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III-الدوال الأصلية   
     تعريف  

  Iدالة عددية معرفة على مجال fلتكن      
   وآانIقابلة للاشتقاق علىFا آانت ذ اIعلىf أصلية للدالة ة هي دالF    نقول إن دالة 

  ( ) ( )'x I F x f x∀ ∈ =   

:2 الدالة       أمثلة       2F x x x→  للدالة  دالة أصلية+
1: 2
2

f x x→   \على+

:                الدالة  cos 3F x x→ :ة  للدال دالة أصلية+ sinf x x→  \على−
     خاصية 

  I على مجال Fدالة عددية تقبل دالة أصلية  fلتكن             
F هي المجموعة المكونة من الدوال I على f مجموعة الدوال الأصلية لـلدالة          λ+ حيث λ ∈\.  

:2 الدالة  -    أمثلة       2F x x x→  للدالة  دالة أصلية+
1: 2
2

f x x→   \على+

) بـ \المعرفة علىFλ هي الدوال f                إذن الدوال الأصلية لـ ) 2 2F x x xλ λ= + +  

   خاصية  
  \ من 0yو I من 0x ليكن Iلة أصلية   على مجال دالة عددية تقبل داfلتكن           

) بحيث I على مجال f للدالة G        توجد دالة أصلية وحيدة  )0 0G x y=.  

  
)  حيث \ على f   نحدد دالة أصلية للدالة مثال     ) 3 2 3f x x x= −   1 عند 2  التي تأخذ القيمة +

     خاصية 
λ على التوالي وآان I على مجال g و f دالتين أصليتين للدالتين G و Fا آانت         إذ   فان\∋

 *                F G+ دالة أصلية لـf g+  
 *               Fλ دالة أصلية لـ fλ  

  
     خاصية 

  I تقبل دالة أصلية على I          آل دالة متصلة على مجال 

       مثال   

           
( )
( ) 2

3 2
5 2

f x x x
f x x x

= − ≥
 = − ≺

  

  .f و حدد الدوال الأصلية لـ \ تقبل دالة أصلية على f          بين أن 
ــارين     تمــ

             1- ( ) ( )
1

2 31f x x x= [ على f     حدد دالة أصلية للدالة − [1;+∞          

)لاحظ أن                  (  ) ( ) ( )( )'
n

f x u x u xα= حيث  α و nمعلومين (  

              2-  ( ) 2

3
4 4 2

f x
x x

=
+ +

        \ على f    حدد دوال أصلية للدالة 

)باستعمال الشكل القانوني نحصل على                    ( ) ( )
( )( )2

'

1

u x
f x

u x
α=

+
(  

             3-    ( ) 3cosf x x=صلية للدالة     حدد دوال أf على \              

)يتم اخطاط                    ( )f x بوضع cos
2

ix ixe ex
−+

=(  
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   5- مبرهنة رول – مبرهنة التزايدات المنتهية
    أ- مبرهنة رول

  مبرهنة    
] معرفة على المجال f       اذا آانت دالة    ];a bتحقق الشروط التالية :  

           1-  f متصلة على [ ];a b  

           2-  fى  قابلة للاشتقاق عل] [;a b  

           3-   ( ) ( )f a f b=  

[ من c        فانه يوجد عنصر  [;a b حيث ( )' 0f c =  

    ملاحظات
[ من cوجود   [;a b حيث ( )' 0f c ) حيثk لا يسثني وجود نقط أخرى = )' 0f k =  

 لنطبيق مبرهنة رول الشروط الثلاث ضرورية 

 معطيات مبرهنة رول شروط آافية، لكنها غير لازمة 

  مبرهنة التزايدات المنتهية -  ب
] معرفة على المجال fانت دالة              إذا آ ];a bتحقق الشرطين التاليين :  

           1-  f متصلة على [ ];a b  

           2-  f قابلة للاشتقاق على ] [;a b  

[ من c           فانه يوجد عنصر  [;a b حيث ( ) ( ) ( ) ( )'b a f c f b f a− = −  

    ملاحظات
[ من cوجود  [;a b حيث ( ) ( ) ( ) ( )'b a f c f b f a− =  kجود نقط أخرى  لا يستثني و−

)حيث ) ( ) ( ) ( )'b a f k f b f a− = −  

  تمرين  
)بين أن  -1 ) 2; sin sinx y x y x y∀ ∈ − ≤ −\  

sinx  استنتج أن -2      x x∀ ∈ + ≤\  

  خاصية - ج
]عرفتين على المجال  دالتين مg  و f             لتكن [0 ;I x=   I  و قابلتين للاشتقاق على ∞+

)        إذا آان  ) ( )0 0f x g x= و ( ) ( )' 'f x g x≥ لكل x منI فان ( ) ( )f x g x≥ لكل x منI  

[ بـIيمكن تعويض المجال : ملاحظة   ]0; x−∞ أو [ ]0 ;x a أو ] ]0;a x أو [ [0 ;x aخاصية تبقى صالحة و ال 

  تمرين

بين أن  -1
3

arctan
3
xx x x+∀ ∈ −\  

بين أن  -2
2 2 4

1 cos 1
2 2 4
x x xx x∀ ∈ − ≤ ≤ − +\  

  تمرين

1α ليكن  نعتبر المتتالية . ;
1 11 .................

2nu nα α= + + +  

)بين أن         ) 1n nu    . متقاربة≤

 


